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摘  要：利用平均固结度普遍解，将未打穿砂井地基转化为等效双层地基，给出了下卧层一维固结解析解，进而求出下卧层

的平均固结度。根据该解和现有解，编制计算机程序，给出了几幅考虑 c 值和土性参数对固结的影响曲线图，评估各解的适

用性。研究表明，该解满足工程要求，特别是在 PTPB 排水条件下能够较好地反映 Uz-Tv曲线的真实变化。 
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Abstract: The ground by partially penetrated sand drain is turned into a equivalent-double-layered ground with the general solution 
of the average degree of consolidation; and the analytical solution of 1-D consolidation for the underlying soft layer is given; and 
furthermore the average degree of consolidation is obtained. Based on this solution and the present existed solutions, these relevant 
programs are programmed. The influence of c and soil property parameters on the consolidation process is investigated; and the 
relevant results are prepared in graph forms; and the applicabilities of all these solutions are evaluated. It is shown that the solution in 
this paper fulfills the requirements of project. Especially in the case of PTPB, the curves of Uz-Tv are more actual which drawn by this 
solution in comparison with the others. 
Key words: ground by partially penetrated sand drain; equivalent-double-layered ground; the underlying soft layer; average degree of 
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1  前  言 

有关软粘土层中未打穿砂井地基固结问题的研

究国内外学者已作了大量工作[1~8]，其中部分内容涉

及到下卧层固结度的计算，例如 Hart 法、中国法、

谢康和改进法、Tang xiaowu 解析解和有限单元法

（FEM）等。在现有解中主要存在两个问题：(1) 计
算结果差异较大，在实际工程中具体选用何种解进

行计算尚存在一定的争议；(2) 有的解其形式虽然

比较简单，却无法反映井阻和涂抹作用的影响，有

的解能够反映各种因素对固结的影响，但其表达式

过于复杂，不适于工程应用。FEM 法虽然是一种好

方法，但其程序的编制非常困难，使用者也需要专

门培训。因此有必要对下卧层固结度计算方法进行

选择和改进。 
本文首先对现有求解下卧层平均固结度的方法

予以说明，然后参照文[6]利用平均固结度求解未打

穿非理想砂井下卧层固结问题的解析解，最后通过

算例计算对本文解与现有解进行比较分析，确定本

文解的合理性及适用范围，并对其他解进行评估。 

2 既有未打穿砂井地基下卧层固结度

计算 

关于既有未打穿砂井地基下卧层平均固结度的

计算，具体说明如下： 
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(1) Hart 法  1958 年 Hart 等[1]提出了迄今仍广

泛采用的未打穿砂井地基平均固结度近似计算方

法，其下卧层平均固结度的计算式为 

t
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z  ；H 为竖向排水距离，在

单面排水（地基顶部透水、底部不透水，即 PTIB）
条件下，H 取整个软土层的厚度；在双面排水（即

PTPB）条件下，H 取整个软土层的厚度的 1/2。 
(2) 中国法  对于未打穿砂井地基下卧层平均

固结度的计算理论，中国法[2, 3, 7]与 Hart 法相同，即

仍采用式（1）进行计算，不同之处在于排水距离。

在 PTIB 条件下 H 取下卧层的厚度，在 PTPB 条件

下 H 取下卧层的厚度的 1/2。 
(3) 谢康和改进法  该法[2, 3, 7]中对于下卧层平

均固结度的计算还是采用式（1），区别在于计算 Uz

时其竖向排水距离为 
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入比， sw / HLP  ，L 为砂井长度，Hs 为整个地基

的厚度。在 PTIB 条件下 H 取整个软土层的厚度，

在 PTPB 情况下，H 取整个软土层的厚度的 1/2。 
(4) Tang Xiaowu解析解  该法提出了未打穿砂

井地基固结问题的解析解[4, 5]，其下卧层的平均固结

度为 







1

2
20

e111
m

t
mmz

mWA
hu

U           (3) 

式中  Am，Wm2在 PTIB（或 PTPB）条件下取值是

不同的，具体见文[4, 5]。 
(5) FEM 法  本文利用有限元软件 PDSS[2, 8]，

对未打穿砂井地基下卧层进行计算分析，此处不再

赘述。 
采用 Hart 法、中国法和谢康和改进法计算下卧

层平均固结度时，Hart 法偏于保守，中国法则明显

地夸大了砂井的作用，谢康和改进法所求结果介于

前二者之间，同时，改进法能够考虑井阻、涂抹作

用对下卧层固结的影响。Tang Xiaowu 解析解和

FEM 法所求结果较为接近。 
鉴于现有未打穿砂井地基下卧层平均固结度计

算方法中存在的问题，因此下面以实际工程中的非

理想井下卧层为研究对象，展开计算分析。 

3  未打穿砂井地基下卧层固结计算 

3.1 计算模型 
多年来，经各国学者的努力已经出现很多简便

实用的砂井地基平均固结度的近似计算方法，其中

曾国熙等归纳各种不同条件下地基平均固结度理论

解[7, 9]，提出一个近似计算平均固结度的普遍式，即 

tU  e1                (4) 

式中 ，  为相应条件下理论解的系数和参数。 
根据式（4），利用平均固结度将未打穿非理想

砂井地基转化为等效双层地基，转化前后任一时 
刻，地基平均固结度均保持不变，从而将三维固结

问题转化为一维固结问题，见图 1。砂井处理范围

内地基的固结度参照文[2, 10]计算，与之相应的等

效地基的固结度参照文[9]计算，因此参照文[6]可求

得等效地基的竖向固结系数。 
砂井处理范围内地基的平均固结度： 
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等效地基的平均固结度： 
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考虑到任一时刻 t，式（5）与式（6）总是相

等的，利用 t =0 时，可求得： 
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然后，由式(5)～(7)得： 

zrz                    (8) 

即 
)π(

8
4

π
4

π
2

1h
2
1

1v
2

2
1

1v
2

GFd
C

h
C

h
C

e 



 

整理可得： 
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（a）未打穿砂井地基 

 
（b）等效双层地基 

 
图 1 计算模型 

Fig.1 The calculating model 
 

图 1 中， ih ， ikv ， 1hk ， imv ， iEs 和 iCv 分别为

土层 i（i＝1，2）的厚度、竖向渗透系数、砂井范

围内土层水平渗透系数、体积压缩系数、压缩模量

及固结系数；rw，dw，re，de 和 rs 分别为砂井半径

及直径、砂井影响区半径及直径和涂抹区半径；n = 
re /rw，s=rs /rw；H =h1+h2，为双层地基总厚度；q0

为均布荷载，一次瞬时加载。 
3.2 基本假定 

(1) 除渗透系数外，砂井范围内处理区地基中

井料及涂抹区的其他性质同天然地基； 
(2) 其他条件与太沙基一维固结理论假设相同。 

3.3 固结方程及求解条件 
在图 1(b)中，等效双层地基的固结微分方程为 
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其求解条件为 
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式中  u1，u2分别为等效双层地基土层 1，2 中任一

深度、任一时刻的孔压；z0＝0，z1=h1，z2=H。 

3.4 方程求解 
参照文[10]，采用分离变量法，令 

)()(),( tTzZtzuu iiii           (12) 

将式（12）代人式（10），并利用求解条件式 
（11），确定不同排水条件下的一般解。 

(1) 单面排水（PTIB） 
单面排水条件下，砂井处理范围内和下卧层中

孔隙水压力的一般解为 
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根据特征方程式（15）确定 m ，其中 m=1, 2,…。 
最后，利用三角函数正交性和式（11）中的初

始条件，参考文[11]可得： 
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(2) 双面排水（PTPB） 
在双面排水条件下，下卧层中孔隙水压力的一

般解为 


























 


1 1
2 esin

)sin(
sin

m

t
m

m

m
m

m

h
zH

C
Au 


   (19) 

式中 ， m 同单面排水情况下的含义一样， 
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m 则由以下特征方程确定，即 
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3.5 下卧层固结度 
任一深度处的固结度（PTIB/PTPB）为 
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下卧层的平均固结度： 

   










1 0

0

2

2

(PTIB) etansin11

d11
1

m

t
mm

m

m

H

h
z

mC
Cu

A

z
u
u

h
U




 (23) 

   (PTPB) e)cos(1
)sin(

sin11

d11 

1 0

0

2

2 1

t
m

m

m

mm

m

H

h
z

mC
CCu

A

z
u
u

h
U



















(24) 
为了方便计算分析和绘图, 令上面各式中 tm  

vTΓm ， 2
1

v H
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4  算  例 

为了更好地说明本文未打穿砂井地基下卧层固

结度的解析解以及将本文解与现有解进行对比分

析，下面对 2 个工程算例进行研究。据本文解可  

知，下卧层平均固结度主要受以下无量纲参数影响：

n，s，a，b，C，kh1/ks1，kh1/kv2，kh1/kw，h1/de和 h1/H。

因此，这里依据本文解和现有解，编制计算机程序，

并利用 PDSS 软件，对各解进行比较分析。 
鉴于 C 值与贯入比的关系，即 C 值越大，贯入

比越小，反之 C 值越小贯入比则越大。本文将考察

C 值对下卧层平均固结度的影响，分析各解的特点

及适用范围，同时分析土性参数（如土的压缩模量、

渗透系数）对固结过程的影响。 
算例 1. 无量纲参数 n=15，s=1.3，a=1，b=1，

kh1/ks1=2，kh1 /kv2=1，kh1 /kw＝1/100 和 h1 /de =20/3，
C 值取值为 0.1，0.2，0.5 和 5.0，根据这些参数绘

出图 2～9。图 2～5 表明，在 PTIB 排水条件下，本

文解和 TANG Xiao-wu 解所求平均固结度基本一

致，与 FEM 法存在较小差异，但与其他 3 种方法

存在较大差异，本文解、Tang Xiaowu 解和 FEM 法

偏于保守，更甚于 Hart 解；中国法明显夸大了砂井

的作用，其关于下卧层固结度的计算结果大大高于

其他解的计算结果，且 C 值越小，该情况表现越突

出；谢康和改进法所求固结度介于中国法和其他解

之间，当 C≥5 时谢康和法与中国法非常接近。综

上所述可知：谢康和改进法既能考虑井阻和涂抹作

用，又能较好地反映下卧层固结的真实情况，比较

适于 PTIB 排水条件下下卧层固结度的计算。 

 
图 2  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.2 The influence of C (C=0.1, PTIB) on  
consolidation process 

 
图 3  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.3 The influence of C(C=0.2, PTIB) on  
consolidation process 
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图 4  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.4 The influence of C(C=0.5, PTIB) on  
consolidation process 

 

 
图 5  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.5 The influence of C(C=5, PTIB) on consolidation process 

 

图 6～9 反映了 PTPB 排水条件下 C 值对固结

过程的影响。由图可知：随着 C 值的改变，本文解

和 Tang Xiaowu 解所求平均固结度基本一致，与

FEM 法略有差距，但工程上可以忽略不计；特别是

当固结度大于 60 %时三者所求固结度几乎完全一

致，能够较好地反映下卧层平均固结度的变化。当

C＜5 时，本文解、Tang Xiaowu 解和 FEM 法所求

固结度介于中国法和 Hart 法之间；当 C≥5 时，本

文解、Tang Xiaowu 解和 FEM 法偏于保守，但与

Hart 法所求值非常接近，在工程上仍然是可以接受

的。可见，本文解比较适于 PTPB 条件下下卧层平

均固结度的计算。 
 

 
图 6  C 对固结过程的影响曲线    

Fig.6  The influence of C(C=0.1, PTPB) on  
consolidation process 

 
图 7  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.7  The influence of C(C=0.2，PTPB) on  
consolidation process 

 
图 8  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.8  The influence of C(C=0.5，PTPB) on  
consolidation process 

 

 
图 9  C 对固结过程的影响曲线 

Fig.9  The influence of C(C=0.5，PTPB) on  
consolidation process 

 
算例 2. 具体参数见图 10、图 11。为了分析土

性参数不同时对下卧层平均固结度计算的影响，取

0v
0v

1v

0s

1s
v T

k
k

E
ET  ，

w

0sv
20v

0


Ek

H
tT  ，同时取 Es0 =1.0， 

kv0 =3.0。当 Es1 =Es2 =Es0，kv1 =kv2 =kv0 时，可知    
Tv=Tv0，而且也可以由图 10 和图 11 中分别得到当

Es1=Es2=1.0和kv1=kv2=3.0时相应的两条Uz-Tv0曲线。

通过分析图可知，对于均质未打穿砂井地基，其下

卧层固结度受压缩模量和渗透系数的影响较为明

显，二者值越大，即整个均质地基越硬或者渗透性

越好，其固结速度就越快。 
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图 10  Es1和 Es2对固结过程的影响曲线 

Fig.10  The influence of Es1 and Es2(C=0.2，PTIB) on 
consolidation process 

  
图 11  kv1和 kv2对固结过程的影响曲线 

Fig.11  The influence of kv1 and kv2(C=0.2，PTIB) on 
consolidation process 

 

5  结  论 

(1) 本文利用平均固结度普遍解，将未打穿砂

井转化为等效双层地基，求出单双面排水条件下未

打穿砂井下卧层固结解析解；根据本文解和现有解，

编制计算机程序，分析 C 值变化和土性参数不同时

对固结过程的影响。 
(2) 研究表明，在 PTIB 排水条件下本文解与

Tang Xiaowu 解所求平均固结度基本一致，与 FEM
法存在较小差异，与其他三种方法存在较大差异；

本文解、Tang Xiaowu 解和 FEM 法偏保守，且更甚

于 Hart 法；中国解明显夸大了砂井的作用，C 值越

小，该情况表现越突出；谢康和改进法则介于中国

法和其他解之间，且能够考虑井阻和涂抹作用对下

卧层固结的影响。 
(3) 在 PTPB 排水条件下，本文解、Tang Xiaowu

解和 FEM 法所求平均固结度基本一致，能较好地

反映下卧层固结度的变化；当 C＜5 时，三者所求

固结度介于中国法和 Hart 法之间；当 C≥5 时，三

者所求固结度偏于保守，但与 Hart 法非常接近，在

工程上仍是可以接受的。 
(4) 在计算下卧层平均固结度时，本文解和谢

康和改进解都是较好的选择，前者较适于 PTPB 排

水情况，后者较适于 PTIB 排水情况；对于未打穿

砂井地基，其压缩模量和渗透系数越大，则下卧层

固结也就越快。 
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